CRECIMIENTO OPTIMO

MODELO DEL PLANIFICADOR
CASS-KOOPMANS

Modelo en magnitudes per capita. No hay progreso técnico, pero su
introduccion no engendraria problemas:

Max [7 e U (ct)dt
s.a. ki= yt—(5+n)kt—ct

Suponemos:
yt:Akt“
Ct - U' c
U(Ct)= i o U'=c 9 =
1-o U" o
Solucién

Ver repaso de Principio del Maximo en Apéndice

Hamiltoniano
1-o
H= Ctl_a_l + /lt[ Ak:” —(5+n)kt — Ct:|

Ct = var.control
ki = var.estado
At = var.coestado

Condiciones de optimo:



Pl c 7=

P.2 aAkt“_l—(5+n)—<9+%=0

t

P.3 limAie "k=0

t—w

Derivando P.1 respecto al tiempo y dividiendo por si misma:

Ct Ji
o—=——
Ct At

que teniendo en cuenta P.2 se obtiene:

Ezi[aAkt“-l—(mnw)]

Ct O

que junto a
kt = Akt” —(n+5)kt—ct

determinan las condiciones dinamicas del modelo (algunas de las
dindmicas propiciadas por estas ecuaciones son “perversas”, pero la
condicidn de transversalidad las elimina).

Al tener este modelo la misma tecnologia que Solow el EE se define por

k=¢=0 — Ak“=(5+n)ks+Cs (k=0)
- ahAk*=0+n+6 (¢=0)

1

*

ah |- .
ks :[9+n+5} . Se demuestra facilmente que ks <keo ,si 0>0.

El consumo optimo en EE es:



1

. 6’+(n+5)(1—a){ a A Ta

Cs =
o @+o+n

DIAGRAMA DE FASES DE LA SOLUCION
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INTERPRETACION DE CASS-KOOPMANS COMO EQUILIBRIO
COMPETITIVO

Consumidores

- Ofrecen (inelasticamente) trabajo a las empresas por un salario
real o
- Compran acciones de empresas que proporcionan rentabilidad r

-1

1-o

dt

Max |7 e
s.a. VitCi=a+(r—n)ve

donde Vt = demanda de acciones por consumidor.

Hamiltoniano del problema del consumidor:

l-o
H= |: ¢ + qt(a)t+(rt—n)vt - Ct):|

l1-o

Ct = var.control
Vit = var.estado
g: = var.coestado

Condiciones de optimo:

Cl ¢ ?—-qi=0
C.2 Qt=¢9CIt—(I’t—n)C{t
C.3 lime”qwvi=0

t—>x



Empresas
Max V O:JBO e‘ﬁ) rS|:AK0‘N o _ e Ne— S Ki— Kt:| dt :J.BOG( K, Nt, Kt,a)t,rt)

Condicion de Euler:

‘(5
oG _ (oK
oKt dt
@z(a/m“-lw-a—a)efosdt 06 __ghora
aKt aKt
Pero:
_ —jBrst
d( € ):e—f})rsds M :e—ﬁ)rsds -
dt dt
Luego:

(¢ AK“INT“=5)e b =re ™ — gAK“'N"™"=5+n

La condicion de Euler respecto a N:

§=0 - (l-a)AK“N™ —mx=0
ONt

Por tanto, las condiciones de éptimo de las empresas:

E.1 (1—a)AKtaNI_a=(()t —> (l—O!)Akta=ak
E2 aAK*N‘“=rn+8 — ahAk®i=r+6

Las mismas que las de un problema de optimizacion puntual.



Equilibrio Competitivo Dinédmico:

Sucesion | ¢, K, Ni", ", i, " | que cumplen con las condiciones de
Optimo de consumidores y empresas y vacian los mercados.

Teorema: Las sucesiones que constituyen un Equilibrio Competitivo
Dinamico resuelven el problema del Planificador

Si definimos A; = q;:

Cl & P.1
C2+E1 & P.2
C3+ki=« < P.3

De las condiciones se obtiene:

aAk®t=r+6

iﬁ:0+n—n
At

EnEE A=0, luego:

1

1-a
O(Aksa_1=€+n+5 —> ks*za—A
d+n+o

la misma que en la solucion del Planificador.

Por otra parte, en EE:

=0 — r=6-n



MODELO CASS-KOOPMANS CON GOBIERNO
Gobierno

Restriccion presupuestaria:

Gt+ riBi=Ti+ Bt

En téerminos per capita (si, por simplicidad, hacemos n=0):
Qi+ ribe=l+ b

Si suponemos que el Gobierno impone un impuesto sobre el consumo al
tipo n:

k=7 Ct

Si suponemos que impone un impuesto proporcional sobre la renta al tipo t
= T(a)H- rt(Vt-l- bt))

Por otra parte:

Ct+kt+5kt+gt:Akta

Consumidores

ot Ctl_(7 _l

l1-o

dt

Max|? e”

sometido a (impuesto sobre el consumo):

ar+ (l—H])Ct =+ Inat
ar=be+ Vi



0 sometido a (impuesto sobre la renta):

at+Ci=(m + nar) (1—2’)
ar=bt+wt

r es la misma rentabilidad de ambos activos financieros (informacion
completa y ausencia de aversion al riesgo).
En ambos casos mantenemos n=0.

Variables de control: Ct, by, Vi
Variable estado: a;

Hamiltoniano con impuesto sobre el consumo:

i1

1-o

H= +qt(at —bt—Vt)+it(a)t+l’tat—(l+77)Ct>

Hamiltoniano con impuesto sobre la renta:

cii -1

—O

H=

+Qt (at —bt—Vt) + ﬂt((l—l’)(a)t-l- rtat)— Ct)

Condiciones de 6ptimo con impuesto sobre el consumo:

¢ =(1+n) A
—qt=0

—qt=0

Q=0 —qi—urt

que junto a la condicion de transversalidad se convierten en:

C'l c’= (1+77)/1t

c2 Mopgon
A

C'3 lime™® Ja=0

t—>w



Condiciones de optimo con impuesto proporcional sobre la renta:

C"1l c =4
cr2 Xogon(lr)

At

C".3 lime™® La=0

t—>wo

En ambos casos el problema de la empresa es el mismo que cuando no
habia Gobierno:

E.1l (1—0{)Akta =
E2 alAk*“‘=r+06

Puede comprobarse facilmente que el EE 6ptimo es, en cada uno de los
casos:

1

1-a
ahks“t=0+6 — ks*{;—';} (impto. consumo)
+
1o
ark = 5 o k= ;—A (impto. renta)
1-7 s
1-7

El primero es el mismo que en el caso sin Gobierno (téngase en cuenta que
aqui hemos supuesto n=0). El segundo supone un k menor y, por tanto, una
menor renta per capita.

El consumo per cépita en EE viene dado por:

Cs* = Aksa* —0s— 5ks*

Luego en el caso del impuesto sobre el consumo sera menor, exactamente
por el valor de gs, que el consumo en el modelo sin Gobierno. En el caso
del impuesto sobre la renta serd menor por una cuantia mayor, pues tanto k
COmo Y sera menor.



CRECIMIENTO OPTIMO CON “IMPUESTO” SOBRE INVERSION

Yi= AKi* Nit™
Ki=li— 5K
Ct =Yt—(l+2') It

Varias posibles interpretaciones dez ligadas a distorsiones institucionales.
En términos per capita:

Yt= Ak:”

Yit=Ct+ (1+T)<kt+(n+5)kt)

Misma funcidn objetivo del “Planificador” que en Cass-Koopmans.

Hamiltoniano:
l—cr_

HICt l—i-ﬂt Akta c (I’H—5)kt
l-o 1+7 1+7

Condiciones de optimo:

T

Ct =
1+7

aA
1+7

mzeb—z{

o)

lime ™ Aiki=0

t—o0
Derivando respecto al tiempo la primera, teniendo en cuenta la segunda:

At Ct
— =— 00—

At Ct

que permite obtener:



Ezl[a—Akt“—(n+§+6?)}
¢t ol l+r

que junto a la ecuacion:

kt= A ke — G —(n+§)kt
1+7 1+7

definen la dindmica de la solucidn (restringida por la condicién de
transversalidad).

En EE:

=0 — aA=(n+5+0)(1+7)ks™

1

ks*{(m&ff)(lw)}m; ys*{(m(sfeA)(lw)r

La renta per capita serd menor que cuando no existe 7 y sera menor cuanto
mayor sear.

Esta ilustracion tedrica de las consecuencias para el crecimiento de las
distorsiones institucionales recoge solamente un aspecto del desvio de
rentas.



APENDICE

Principio del Maximo de Pontryagin

Max I;‘)e“" g (Xt,Vt)dt s.a. Xi=h (Xt,Vt)

X; = variable estado; v; = variable control

Hamiltoniano:
H= g (Xt,Vt) + Ath (Xt,Vt)

Condiciones de optimo:

oH _og  oh_,
OVt OVt OVt
: oH og . oh
Ji=pAi———=p A==
=pA OXt P OXt t5Xt
!im e " AiXx:=0

Calculo de Variaciones
Vi= Xt
Max |7 g (%, x)dt
Condicion de Euler:

99 _d|ag
Oxt dt| ox



